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多变量微积分笔记4——全微分与链式法则

全微分
　　《数学笔记11——微分和不定积分》中说明了什么是一元函数的微

分，类似地，在多元函数中同样存在微分的概念，它有一个确切的名字

——全微分。

　　《多变量微积分笔记1——偏导数》中，曾经提到过近似，对于f = f(x,

y, z)的微小改变Δf，是对其所有变量的微小扰动的总量：

　　当Δx→0，Δy→0，Δz→0时，约等于就变成了等于：

　　这就是全微分，全微分包括所有能改变函数值的因素。

链式法则
　　对于f = f(x, y, z)，x = x(t), y = y(t), z = z(t)，也就是xyz都是关于t的

函数（可参考《线性代数笔记6——直线和参数方程》）。如果将t看作时

间，此时Δf可以看作是在微小时间Δt变化后产生的影响：

　　这就是链式法则的内容。

　　也可以从微分的角度得出链式法则：

　　示例

　　w = x2y + z, x = t, y = et, z = sint，求w的全微分
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　　上面是根据链式法则的计算，如果直接把xyz代入w，w就变成了t的函

数，对w直接求导：

　　和链式法则得到了相同的结果，这说明链式法则和直接代入是一样的。

但如果x(t),y(t),z(t)很复杂，不能写成t的显函数，仅知道他们的偏导，那就

只能使用链式法则了。

证明导数的乘法法则

　　导数的乘法法则是这样描述的：(uv)’ = u’v + uv’，可以用链式法

则加以证明。

　　令f = uv，u = u(t), v = v(t)

证明导数的除法法则

　　用链式法则证明导数的除法法则：u/v = (u’v = uv’)/v2

　　令f = u/v，u = u(t), v = v(t)

对多变量使用链式法则

　　在极坐标中，x = x(u, v), y = (u, v)，退化成直角坐标后f = f(x, y)，如

何求f的全微分？这与之前不同，将x,y代入f后仍有两个变量，这需要连续使

用链式法则：

　　x和y的微小改变导致了f的改变，而u和v的微小改变有导致了x和y的改

变，这样传递的结果就变成了u和v的微小改变有导致了f的改变。
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　　需要注意的是最终结果中的偏导：

　　对于偏导，不能像导数一样使用约分，即：

　　也就是说d可以消元，δ则不行。

综合示例
示例1

　　f = f(x, y), x = rcosθ，y = rsinθ，求df

示例2

z = x2 + y2,x = u2 – v2 ,y = uv，求z的全微分

解法一，使用链式法则：

　　解法二，直接代入：

 

 

　　 出处：微信公众号 "我是8位的"

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵

--wiki3D
3. Re:单变量微积分笔记20——三角替换
1（sin和cos）
很nice

--尹保棕
4. Re:线性代数笔记24——微分方程和
exp(At)
有些图片挂了呢

--ccchendada
5. Re:寻找“最好”（2）——欧拉-拉格
朗日方程
提个issue，最速降线中

$ v = {2gh}^{1/2}$ 与配图不一致，建议
以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
轴建立座标系

--trustInU
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最新新闻：

· 乔布斯的创业搭档：他缺乏工程师才能，不得不锻炼营销能力来弥补

· 美国大厂码农薪资曝光：年薪18万美元，够养家，不够买海景房

· 两张照片就能转视频！Google提出FLIM帧插值模型

· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜

» 更多新闻...
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